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CARACTER MONOLITICO DEL HORM1GON 



Las construcciones de hormigon armado se caracterizan princi- 
palmente por su caracter monolitico, con lo cual se quiere signi- 
ficar que una parte de la estructura no puede deformarse bajo la 



rmen 



partes vecinas, que ayudan en esta forma y contribuyen en todo 
su conjunto al sostenimiento de las cargas repartiendo los es- 
fuerzos a todos sus elementos. 

El progreso del hormigon armado se ha producido, como con- 
secuencia de este caracter, al determinarse, con un mejor cono- 
cimiento de los materiales que integran el hormigon, la repar- 
tition de tensiones a lo largo de las estructuras, modificando 
asi las formas de calculo primitivas que habian sido traducidas 
demasiado literalmente de las empleadas para las estructuras de 
hierro, madera y mamposteria. 

Asi, por ejemplo, al tener en cuenta que las vigas de un en- 
trepiso no trabajaban independientemente de la losa sobre ella 



arma 



los pilz decke, etc., son otras tantas aplicaciones caracteristicas y 
propias del hormigon armado, al considerarsele en su aspecto 

fundamental. 

Actualmente se insiste, aun en los edificios comunes, en la ne- 
cesidad de contemplar el aspecto monolitico del hormigon, y asi, 
por ejemplo, se lee en las recomendaciones estadounidenses para 
el uso del hormigon armado ( 1 ). 



"Se sostiene 



mono 



considerada como un con- 



junto de elementos aislados, no es rational . . . 

(1) Metodos recomendados para el uso del hormigon simple y armado, pag. 62. 
Traduction del Instituto del Cemento Portland Argentino. 

9 



"Aun cuando dicha prdctica ha dado al parecer muy buenos 
resultados, tratandose de edificios con columnas colocadas a dis- 
tancias iguales, estd perfectamente demostrado que el coeficiente 
de seguridad adoptado no es el mismo para toda la estructura, y 
a veces ni siquiera el previsto en el cdlculo" 

Estas consideraciones muy acertadas hacen ver las ventajas y 
la necesidad de estudiar estas construcciones en su aspecto mo- 

nolitico. 

El estudio de las bovedas en general, y especialmente de las 
de canon corrido, es actualmente un problema que ha sido per- 
fectamente resuelto al ser encarado bajo la forma de estructuras 




Fig. 1. — Boveda de mamposteria. Las cargas se transmiten directamente 

a los muros. 



continuas, lo que ha permitido la construccion de bovedas y cu- 
pulas de infimos espesores, cubriendo enormes superficies libres. 
En contraposicion con las bovedas de mamposteria anterior- 
mente conocidas, en las cuales se consideraba la reparticion de 
las cargas unicamente sobre la seccion transversal y su descarga 
a muros o pies de fundacion, se ha estudiado el efecto de viga 
que puede constituir una boveda apoyada en dos timpanos rigi- 
dos, permitiendo asi la utilizacion del concepto monolitico, al su- 
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poner a toda la boveda trabajando en conjunto y transmitiendo 
los esfuerzos unicamente a dichos timpanos verticales. 

Aun cuando la construction de estos elementos delgados y la 
teoria de las membranas en la que se basa su calculo no es ex- 
clusiva del hormigon armado, pues los constructores de elemen- 
tos metalicos han empleado los mismos principios para la cons- 
truction de tanques, calderas, fondos de buques, submarinos, 
etc., debemos consignar que el hormigon se presta mejor que el 




Fig. 2. — Boveda apoyada en dos timpanos rigidos. 



hierro a la ejecucion de superficies curvas, porque puede adop- 



rma 



pecial. 

Dado el interes que este tipo de construcciones ha despertado 
ultimamente entre nuestros tecnicos, creemos suficientemente jus- 
tificada esta publicacion, donde se han reunido los elementos 
fundamentales de la teoria de las membranas, en la que se basa 
el calculo de las bovedas autoportantes. 
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HiPOTESIS FUNDAMENTALES 



Para el establecimiento de las ecuaciones fundamentales que 
resuelven el problema, es necesario recurrir a la teoria de la elas- 
ticidad. Evidentemente la teoria de la resistencia de materiales 
no da elementos suficientes para estudiar este tipo de estructu- 
ras, ya que su forma no autoriza a establecer la hipotesis de 
Navier de la conservation de las secciones planas y tratar a 
la estructura como si fuese una viga simplemente apoyada de 
seccion especial. 

Es necesario pues establecer un paralelepipedo elemental, es- 
tudiar sus condiciones de equilibrio, plantear la ecuacion dife- 
rencial resultante e integrarla. Las condiciones de borde permi- 
ten establecer los limites de integration. 

Antes de establecer las ecuaciones fundamentales haremos 
una ligera referenda a todos los casos posibles de equilibrio de 
losas y placas. 



Losa plana 

El equilibrio de una losa plana se establece suponiendo que su 
espesor h no puede despreciarse con respecto a sus otras dimen- 
siones, pero que sus deformaciones son, en cambio, pequenas con 
respecto a ese espesor. 

Si se considera un elemento de losa plana sonietido a una car- 
ga vertical q, en la que se supone incluido el peso propio, el 
estado de cargas a que esta sometido el elemento sera el de la 
figura 3 y la ecuacion diferencial que expresa su equilibrio es- 
tara dada por la siguiente expresion: 



Sz 2 + 6y 2 bxby q l J 
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Considerando las posibles condiciones de borde se puede in- 
tegrar la ecuacion [1] haciendo intervenir el factor de rigidez de 
la placa y obtener las soluciones particulares de cada caso. 

Este problema ha sido perfectamente resuelto con las ecuacio- 
nes aproximadas de Marcus para los casos mas comunes y tabula- 
das en su mayor parte (losas con armaduras cruzadas, pilz decke) . 



3 0\J 







3x 



ax 



Qx^SS^dx 



Qy^dy 



e^ 






Fig. 3. — Equilibrio de la losa plana. Estado I 



Placa con grandes deformaciones 

Si la losa se considera con menor espesor y tiene grandes de- 
formaciones, ya no es posible prescindir de estas y es necesario, 
ademas del estado anterior, considerar el nuevo conjunto de 
fuerzas representado en la figura 4, que actiian en el medio de 

la placa. 

La ecuacion diferencial que expresara el equilibrio de la pla- 
ca para el nuevo estado de cargas I y II, sera la siguiente: 



b 2 M : 



2 



5 2 M 



ry 



bxby 



+ 



b 2 M : 
5y 2 



nT b z w , n , bhv . nAT 
q + /V*— + N y —, ; + 2M 



bx 2 



5y 



xy 



bho 
bx by 



■ [2] 
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Esta ecuacion diferencial resuelve los problemas en los que la 
deformacion es grande y ha sido integrada para algunas condi- 
ciones de borde. 



Nx+ dNx d x 




ox 






Fig. 4 — Eq-uilibrio de la losa plana. Estado II. 



Se aplica para casos de placas delgadas, fondos de buques, vi- 
gas de gran altura, tanques empotrados, etc. 

Si en lugar de tener una superficie plana se tiene una super- 
ficie cualquiera, en cada punto habra dos radios de curvatura 
#<* y Rp y las fuerzas que actiian y los momentos estaran repre- 
sentados por las siguientes expresiones: 



N: 
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dz 



N. 
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dz 
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dz 
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yr 



h 

+ 2 




yz 



l 



2 



dz 
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[4] 
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Las pequeiias cantidades — — pueden despreciarse debido 

a que el espesor es pequefio con respecto al radio de curvatura, 
por lo que se puede escribir: 

Nty^Nyx y M X y = My X 



Membranas sin flexion 



Si el espesor h es muy pequeiio con respecto a las otras di- 
mensiones, puede considerarse que los esfuerzos se reparten uni- 
formemente en todo el espesor. 

Un ejemplo clasico estaria dado por uri cilindro, de espesor 
pequefio, y que contuviera un liquido o gas a presion. Bajo la 
accion de esta presion interna la pared puede considerarse como 
sometida a un esfuerzo distribuido sobre su espesor. Si los ex- 
tremos del cilindro estan empotrados, la membrana no podra 
expandirse en estas regiones y deberan producirse momentos flec- 
tores en las cercanias de esos extremos. Un analisis mas comple- 
to nos mostraria que esta flexion tiene un caracter exclusivamen- 
te local y que la parte de la membrana situada a una pequefia 
distancia de los extremos permanece cilindrica y soporta unica- 
mente tensiones en el medio de su espesor, sin una flexion apre- 

ciable. 

En este caso el problema se simplifica enormemente, ya que 

los momentos flectores y esfuerzos de corte desaparecen y el 

equilibrio de la membrana puede estudiarse linicamente tomando 

en cuenta las fuerzas N z , N y y N xy . 

Este caso es estaticamente determinado, ya que las tres fuerzas 
pueden calcularse mediante las tres ecuaciones de equilibrio que 
nos da la estatica. 

A las fuerzas N Si N y y N xy obtenidas en esta forma se les llama 
fuerzas de membrana y la teoria de las estructuras basadas en 
esta hipotesis de la inexistencia de las tensiones de flexion se 

llama la tp.oria de las membranas. 
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TEORIA DE LAS MEMBRANAS 



forma 



cion se aplican en numerosas construcciones, como tanques, cu- 
pulas, bovedas de cafion corrido, etc. 



f 




Fie. 5. — Equilibrio de las m< .oranas. 

Una superficie de revolucion se obtiene por la rotacion de una 
curva plana alrededor de un eje. Esta curva se llama meridiana 
y el piano en que esta contenida, piano meridiano. 
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Colocacton de la armadura de la cupula de la Escuela Naval Milltar. 




Fdbrica de la firma De Los Santos y Cia. y en Avellaneda 

Capital Federal. Boveda de 15 X 22 m; altura 16 m. 

I mpresa constructors Gallo, Btrg y Cia. 
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Si se corta un elemento de la membrana entre dos meridianos 
adyacentes y dos pianos proximos paralelos, tendremos el ele- 
mento de la figura 5. 

La posicion de un meridiano esta definida por el angulo p me- 
dido desde un piano meridiano origen y la posicion del paralelo 
por un angulo a formado por la perpendicular a la tangente en 

ese punto y el eje de rotacion. 

En cada punto tendremos por consiguiente dos radios de cur- 
vatura R a y R p y el circulo paralelo tendra un radio r« . Los {ados 
del elemento de la figura tendran los valores ds a = r a dP y 



dsp = R p da y la superficie elemental sera por consiguiente 

dF m ds a • ds (i = r a dp- ft p da % r a = R a sen a 

Una fuerza P que actua sobre el elemento puede descomponer- 
se en tres componcntes p t , p v , p, langenles y perpend iru lares 

al elemento. 

A las fuerzas que actuan en el elemento las llamarvmos 



V ftf N P y N 



aft 



Proyectando sobre cada uno de los ejes se obtienen las ecua- 
ciones que establecen el equilibrio de la membrana: 



a) °J2± dp • R fi da + N a p 'Reda- dp 

+ £ (Nap • r a d$)doL + p, ' r a dp'R p da - 0, 

da 



b) L (N a . r a dj3) da — ATj -Rpda*d&- cos a 
8 a 

+ °Jl?L d$ R pda + Pv.r a d$- Rpda = 0, 

5/3 



13] 



c) N a • rd& - da + N p • R fi da • dp ■ sen a 

+ p s -r a d&-Reda = 
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BOVEDAS Y CANOS AUTOPORTANTES 



Una aplicacion interesante de la teoria de las membranas es el 
calculo de las bovedas autoportantes. 

Las bovedas autoportantes presentan una gran variedad de 
formas y disposiciones y sirven para cubrir grandes luces sin 
columnas, prestando su mayor utilidad en hangares y fabricas, 
cuya estructura puede ser resuelta asi con gran economia. 

Antes, el espesor medio de una boveda no era inferior a 10 cm, 
mientras que ahora es posible cubrir superficies de 1.000 m 2 con 
bovedas de 5 cm de espesor. 

El estudio de las flechas medidas durante el descimbrado, ha 
permitido conocer el fenomeno del pandeo de estas bovedas y de- 
terminar los valores limites para los cuales el equilibrio se vuel- 
ve inestable. 



X 



I 



zsz 





y 




Fie. 6. — Boveda autoportante. 

La disminucion del volumen de hormigon, ademas de consti- 
tuir una economia de material, conduce al mismo tiempo a una 
economia real de los encofrados y apuntalamientos que constitu- 
yen para este tipo de estructuras uno de los item que mas inciden 
sobre el costo total. 

Las bovedas autoportantes estan apoyadas, como puede verse 
en la figura, en sus dos timpanos, trabajando todo el conjunto 
como si fuese una viga soportada entre sus dos elementos rigidos. 
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Ecuaciones fundamentales 



Partiremos de las ecuaciones generales [5], en las que uno de 



los radios se hace infinito y por consiguiente: 



tf/3 = dx 



N 



£ 



N.. 



N 



a& 



N a 



Las ecuaciones seran las siguientes: 



dxrda 4- ~~ « — dadx + p x axraa 



dx 



da 



= 0, 



8N a , , . bN Itt j . , , 

-rfaaajH ; — dxrda -f p y dxrda 



8a 



5x 



0, 



N a dxda + p z dxrda = 0, 



Simplif icando tendremos : 



SiVxa 1 5N a 



6x 



5a 



siv* a/v M 



[6] 



5 a; 



rS 



a 



+ P 



0, N a +/v = 0. [7] 



? 



\ 



\ 




Fig. 7. — Equilibrio de la boveda autoportante. 
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El espesor h es constante y la carga p una funcion continua 
de x y a expresada en funcion de sus componentes p x , p yt p-. 

Las fuerzas longitudinales pueden expresarse independiente- 
mente en la siguiente forma: 



N a = — rp 



2* 



N r „ = — -%-Z-dx — l pM + Ci(a), 

J r oa J 

N x = -jj ^ dx -fp.dx + C 2 («) . 



[8] 



La seccion transversal de una boveda autoportante es una cur- 
\a plana y sus hordes paralelos a* = a = constante. 

Al integrar las formulas [8] tendran la forma: 

^Vxa = -(p, + i^)^ + C 1 (a), [9] 



lo/ 16N a \7* lbd(a) 



Las condiciones de borde nos permiten calcular las constantes 
de integracion. 

Si suponemos una boveda simplemente apoyada y los ejes de 
coordenadas en el centro de la boveda (fig. 6), para x = el 
esfuerzo de corte N QX , por razones de simetria, debe ser nulo en 
toda la seccion; luego N ax - y d a = 0. 

Por estar simplemente apoyada en los bordes x — ± I debe 
tambien tenerse N* = y por consiguiente: 

j = 0; .V cx = y &(<*) = 0, 

1 h I 1 6/V tt W 2 

x=±l: N, = y CJ(«) = — - lp y -h-^W- 



r oa 
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Para efectuar comodamente la integracion de la ecuacion el 
radio de curvatura de la seccion transversal puede escribirse en 
la siguiente forma: 



1 1 



a cos 11 (x 



El parametro n determina la forma de la eurva de modo que 
para n = 3, la ecuacion representa una parabola; para n = 2 
una catenaria; para n = un circulo y para n = — 1 una ci- 

cloide. 

Para cargas uniformemente repartidas se tiene: 

Px = 0, p y = —g sen a, p z = 9 cos a 

iuego se pueden escribir las ecuaciones [5] como sigue: 



N a 



ga 



Q— 1 

COS a, 




Nxa =—gx(2 — n) sen a, [10] 

7V*= —a ( 2 ~ n \ os n+1 a 

a 

En estas formulas puede observarse que si en el borde libre 
se tiene tangente vertical, es decir a* = 90° (caso del circulo o 
delaelipse) el valor N a se anula. El valor N ax por el contrario 
no se anula como debiera suceder para un borde libre. 

Esta condicion concemiente a los esfuerzos de corte no se 
cumple pues las formulas son exactas, dado su planteo, unica- 
mente para un cilindro cerrado. En las aplicaciones practicas 
se supone que las fuerzas N xa son absorbidas y transmitidas a 
los timpanos por refuerzos longitudinales. 

La fuerza total S que deben absorber estos refuerzos estara 

dada por la expresion: 

l&N a \ f , / , lbN a \ // 2 -z 2 \ [11] 





La presencia de estos elementos de perturbacion modifica 
necesariamente el estado de membrana en las inmediaciones de 
la viga de borde, introduciendo momentos flectores y esfuerzos 
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de corte que han sido supuestos nulos en el planteo de la teoria. 

De acuerdo con la experiencia puede, sin embargo, suponerse 
con bastante aproximacion el estado de la membrana en este tipo 
de boveda mientras la luz no sea demasiado grande con respecto 
al ancho de la boveda. Timoshenko ( 2 ) aconseja no adoptar va- 
lores de 21 < 2a, siendo I la semiluz y a el semiancho de la 
boveda. Sin embargo, se han pasado estos limites adoptandose 
para la teoria de las membranas hasta luces dobles de la relacion 
anterior, sin que se haya producido ningiin inconveniente. 

En el caso de adoptar luces mayores o de establecer otros tipos 
de bovedas de superficies discontinuas, es necesario plantear el 
problema de la introduction de los momentos flectores y consi- 
derarlos simultaneamente con el estado de membrana. 

Del planteo de esta teoria nos ocuparemos mas adelante. 



Formulas para el caleulo » 

Las formulas planteadas, con las limitaciones establecidas, 
pueden servir para el caleulo de las bovedas independientes y 
simplemente apoyadas en timpanos rigidos. 

Como por comodidad de construccion y por tener tangentes 
verticales en los apoyos ha sido comunmente empleada la elipse 
como seccion transversal de dichas bovedas, vamos a establecer 
las formulas que la resuelven acompafiando un ejemplo para 
mayor claridad en la exposicion. 

Para poder trabajar con las formulas es necesario establecer 
I09 valores del radio de curvatura de la elipse en funcion del 
angulo que forma con la vertical. 

a 2 b 2 



{a 2 sen 2 a + b 2 cos 2 a)' lt 



que podemos escribir en la siguiente forma 



ab 



siendo q el radio conjugado 



ab 



(a 2 sen 2 a -f b 2 cos 2 a) 11 



(2) Timoshenko: Plates and Shells, pag. 388. Nueva York-Londres, 1940. 
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1) Peso propio 



p y = g cos a ,p z = g sen a , p x = 

a 2 b 2 

Na = — g COS a — , , 2 - o .,,; 

(a 2 sen 1 a. + o L cos l a.) li 



hN n arb 2 



rba 



° 9 ~~" I — sen a ( a2 sen2a + & 2 cos^a)* 1 



[121 



5 / \ — ■/ 



cosa~( a 2 sen 2 a -f b 2 cos 2 a\ 2 sen a* cos (a 2 — b 2 ) I 



Llamando e 2 = (a 2 — b 2 ) e introduciendo al valor de r tendremos : 

— = g sen a [l + 3e 2 cos 2 a (a 2 sen 2 a + 6 2 cos 2 a j *1 






W*« = f gsena + — ^ j x = g sen a [2 + 3e 2 cos 2 a (a 2 sen 2 a + 6 2 cos 2 *)- 1 J 



toV™ 1 



ax 



/•<5a: r 



# cos a [ 2 + 3e 2 cos 2 <* (a 2 sen 2 a + b 2 cos 2 a)~ l ~\ + [13] 



+ ^ Wn «r-3e«(a" + ^ 2 2a 2 ^- 



Los valores de los tres componentes de la tension seran por 



consiguiente: 

N a =—gcosa^ 



[3 e 2 <? 2 cos 2 a t 
2 "* tfp J [14] 



p — a? T2a6 , 3e 2 / , n $ 



2 



cos a I — r* + -r- • I cos 2 a— 2 F2 sen 2 a 



iV x = -0— 2-««« ^T t 555- I - » - 6 : 




Hemos dicho ya, y puede verse en las formulas [10], que N^ 
no se anula en el borde, siendo pues necesario introducir un 
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tensor a todo lo largo de dicho borde para que absorba el es- 
fuerzo de traccion no equilibrado. El esfuerzo total sera: 




pero en el borde a = 90° y por consiguiente q = b 

N XQ * = 2gx 



o 



El esfuerzo de traccion es pues directamente proporcional al 
cuadrado de la semiluz libre ("*). 



2) Sobrecargas 

Ademas del peso propio sobre una cubierta pueden actuar so- 
brecargas de viento y sobrecargas de nieve. 

Las primeras producen cargas disimetricas y su estudio ha 
sido el objeto de numerosos trabajos. No entraremos en detalles 
que podran estudiarse en la literatura especial. 

Las normas corrientes, al tomar en consideracion el efeeto del 
viento, suponen sobrecargas mas o menos grandes que inciden, 
evidentemente, sobre el calculo de las cubiertas, aumentando la 
seccion necesaria. 

Se ha llegado sin embargo, en base a estudios hechos en tiineles 
aerodinamicos, a la conclusion de que sobre las cubiertas de 
hangares o fabricas con grandes luces, no se producen exclusiva- 

mente presiones a causa del viento, sino que ademas se originan 
depresiones que siguen leyes mas o menos complejas de acuerdo 
con la forma de la cubierta. 



(3) Pareceria a primera vista una contradiction que la cantidad de hierro necesa- 
ria para absorber el esfuerzo de traccion de las bovedas no dependa de su altura, 
acostumbrados a crue en las vigas es funcion de ella. Del planteo de la teon'a y ob- 
servando que el tensor representa la parte de la boveda inferior que se supone 
existente en el planteo de las ecuaciones fundamentales, vemoe que evidentemente 
solo puede ser funcion de la longitud. 
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Otros detalles de la fdbrica "Emeca" 












f 



Club Municipalidad, de Capital Federal. Techos sobre cane has de bochas 

Emprcsa constructor Gallo, Berg y Cia. 





\tercado "Velez Sarsfield* 

1 mprcsa constructors "Geope"- 



Por consiguiente, la accion del viento no se traducira en una 
carga uniformemente repartida, o segun leyes mas o menos arbi- 
trarias, sino que por el contrario habra que estudiar el sistema 
de anclaje y la accion de cargas actuando en sentido contrario al 
peso propio, al tomar en cuenta dicha accion. 

Para casos corrientes, es pues un error el considerar la accion 
del viento como sobrecarga adicional al peso propio y como ge- 



rmi 



ancladas a las fundaciones y el peso propio es superior a la ac- 
cion de la depresion, en los casos comunes puede prescindirse 
de la accion del viento en el calculo, ya que no solamente no pro- 

w - m m M * - 



aumento 



En las regiones donde nieva es necesario, sin embargo, consi- 
derar una sobrecarga debida a la nieve, que puede superponerse 
actuando como carga uniformemente repartida. 

La carga vertical que debe soportar estara dada por p = p cos 2 a 
y las componentes segun los ejes X, Y, Z tendran los siguientes 



va 



lores : 



p z = p cos' 2 a p y = p sen a cos a. p x = 



Los valores de las tensiones en cada punto, para las bovedas 
de seccion eliptica, estaran dadas por las siguientes expresiones: 






e'q 2 ■ 1 [12] 



No* = — LSposen 2a [ 1 + ^ cosH ]z 

I 2 — z 2 n V( ah , l 2 cos 2 x\ qV _ 



Para el borde libre se tiene, por consiguiente 

N a = 
N ax = 

l 2 — x 2 a 
N x = — ^— 3p £- 2 
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C&lculo de la boveda 



Las formulas encontradas permiten determinar, en iuncion ae 
la carga, las tensiones para cada punto de la boveda. 

Conociendo los valores de las tres fuerzas N x , N a y N xa , se 



mi 



Mohr, determinar la direction e intensidad de las tensiones prin- 
cipals. Pueden trazarse luego, en base a ellas, las trayectorias de 

las tensiones. 

Para dimensionar la boveda se procedera de la siguiente 

forma: 

Con las maximas fuerzas de compresion se calcula el espesor 
de la boveda, no debiendo ser la fatiga admisible del hormigon 
superior a los 20 kg/cm 2 , para evitar que esfuerzos exagerados 
produzcan efeetos de pandeo en la estructura. 

Con las fuerzas de traction se calcula ran las secciones de hierro 
necesario y este se dispondra de manera que siga las trayectorias 
correspondientes, aprovechandose asi la seccion de hierro al 

maximo. 

Es necesario, por ultimo, calcular los tensores que deben ab- 
sorber los esfuerzos de corte No* a lo largo del borde. La trae- 
cion total que debe transmitirse a los timpanos esta dada, segiin 
se ha visto, por la formula [11] 

S= fN nr dx 




Tratandose de luces grandes la seccion de hierro necesaria pa- 
ra absorber esta fuerza es grande y por consiguiente no sera po- 
ll de disponer toda la armadura en el espesor de la boveda. Para 
colocarla sera necesario aumentar el espesor en esa zona constru- 
endo una viga de borde, que como ya se ha indicado introduce 
un elemento de perturbacion en las tensiones internas. 

En las aplicaciones practicas para el caso de seccion eliptica 
que se esta estudiando, la relacion entre el radio menor b de la 
seccion transversal y la semilongitud de la luz libre Z, conviene 
mantenerla dentro de los siguientes limites: 

21 _ . _ 21 



n < b < a 
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pues con valores menores se tienen esfuerzos de compresion que 
exigirian grandes espesores y con alturas mayores se aumenta el 
desarrollo de la boveda sin mayor economia, ya que no es acon- 
sejable disminuir el espesor por debajo de los 5 cm. 

Para facilitar los calculos se han construido las tablas de la 
pagina siguiente, en las que para una carga unitaria de 0,1 t/m 
y para las relaciones marcadas, se han calculado para 49 puntos 
de la cuarta parte de la superficie total, los valores de las cons- 
tantes por las que hay que multiplicar los numeros que fijan las 
relaciones de medidas y cargas de cada caso particular. 



Caso practico 






Sea por ejemplo una boveda con los siguientes datos: 



2 



a= 5,50 m 

b= 2,75 m 9 = 0,150 t/m 

I = 11,90 m 



La relation X = ■=- = ' ' = 1.082 

2a 11 






X 2 m 1,17 



Con las tablas puede calcularse para cada punto los valores de 
las tensiones. Por ejemplo para el punto n = 3, a « 45° tendre- 



mos: 



N a = — 0,071 X 2,75 X 0,150 - — 0,29 t/m 

N ax = — 0,537 X 1,08 X 2,75 X 0,150 = —2,38 t/m 

N x = + 0,830 X 1,17 X 2,75 X 0,150 = + 4,00 t/m 



Los valores de las tensiones principales seran: 
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i 




a 



Fig. 8. — Calculo de los valores de a. 



Y la direccion de las tensiones principales estara dada por la 



relacion: 



tgla 



27V 



ax 



N a ~N: 



.'. a 



arctg 



2N 



ax 



N n -N x 



En esta forma se ha calculado el cuadro de valores de la pa- 
gina 32 y se han trazado las lineas isostaticas que pueden verse 
en Ja figura correspondiente. 

La seccion de hormigon se calcula con la fuerza de mayor 
compresion que se produce en el punto a = n = 



N a 



1,65 l/m 

10,60 t/m 



Como para este punto N xa = 0, estas son las tensiones prin- 
cipales, ambas de compresion. 

Un calculo riguroso nos obligaria a trabajar con el estado 
elastico doble y verificar la seccion por medio de la curva in- 
trinseca. 

Es, sin embargo, suficiente aproximacion — ya que el valor 
7V a es pequeno con respecto a N x — considerar un estado elas- 
tico simple, sobre todo porque nos colocamos en un caso mas 
favorable al hacer esta simplificacion y determinar el espesoi 
del hormigon en funcion de N x exclusivamente. 



e 



10,600 



100 X 20 Kg I cm* 



5,3 cm. 
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La seccion de hierro se calcula en funcion de la N\ 



de 



traccion y como se ha dicho se coloca siguiendo las lineas isos- 

taticas. 

La seccion de hierro suele colocarse en dos capas, una superior 
y otra inferior, por lo que se emplea hierros de pequefio diame- 



T8ACCI0N 



COMPRtiiOtl 



\/f nvi/fro xn 




o* 



B 



60* 



90 



Fig. 9. — Diaerama de los esfuerzos de una boveda eliptica. 



tro, 6 mm u 8 mm, para asegurar el centrado de las fuerzas en 
la seccion. Ademas, se colocan, como es comun, hierros de re- 
particion adicionales que se contimian en la zona de compresion. 
Por ultimo, es necesario calcular la seccion de hierro de la 
viga de borde, que estara dada, como ya se ha visto, por la si- 



guiente formula: 
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Fe 



gP 



» ■ ■ 



1.000 



ranieon macizo con un 



pesor constructive que asegure perfectamente la estabilidad de 



la boveda. 



un entramado o un 



como apoyo, habra que calcularlo aplicando en cada nudo o en 




Fie. 10. — Calculo de un timpano reticulado. 



cada seccion del arco las fuerzas resultantes que sobre ese punto 
transmite la boveda; dichas fuerzas se consideraran actuando 
tangencialmente como puede verse en la figura. 
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TABLAS PARA EL CALCULO 
BOVEDA AUTOPORTANTE DE SEO 



Tabla I 



a 



2b 



X = i- n = 6 ? 9 = 0,100 t(m* 
2a I 


a = 


0° 


15° 


30° 


45° 
1,015 


60° 


75° 
0,540 


90° 


Factor 


Unidad 


R = 


4,000 


3,050 


1,740 


0.685 

7 


0,500 
1,211 


b 


Abs. 
Abs. 


Arco = 


0,000 










a 
b 


Ne* = 


-0,400 


-0,294 


-0.150 

7 


-0.071 

7 


-0,034 


-0.014 


—0,000 


—0.133 

-0,266 

—0,400 

-0,532 

—0,666 

0,800 










/m* 


Nc*x = 

n = 
n = l 
n = 2 
n = 3 
n = 4 
n = 5 
n = 6 













—0,155 
-0,310 
-0,466 
-0,620 
0,776 
-0,932 



-0,194 

0,388 
-0,585 
-0,796 
-0,973 
-1,170 



-0.179 
-0.353 
-0,537 
-0,716 
-0,895 

1,074 




-0.154 

* 

-0,308 
-0,464 
-0,616 
-0,772 
-0,928 




0,139 
-0,278 
-0,416 
-0,556 
-0,694 
-0.832 

7 


fcb 


Ym. 


Nx= 1 

n = 
n = l 
n = 2 
n = 3 
n = 4 
n = 5 
n = 6 


2.200 
-2,140 

1,960 
-1,650 
-1,220 

0,675 
-0 


-1,550 
-1,510 

-1,380 
-1,160 
-0,860 
-0,475 


+0,010 
+0,010 
+0,009 
+0,008 
+ 0,006 
+ 0,003 

+0 


+ 1,100 
+ 1.070 
+ 0,980 
+ 0,830 

+0,615 
+0,338 
+0 


+ 1,420 
+ 1,382 
+ 1,270 
+ 1,070 
+ 0,790 
+0,436 
+0 


+ 1,200 
+0.395 

7 

+ 0,820 
+ 0,690 
+0,510 
+0,282 
+0 


A 2 b 


f U 
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Garage "Vara" en Victoria 1360. Buenos Aire*. 

Empresa constructora Siemens Bauunion. 




1^. 






T 









N 



m 



<-» 






S3 

■ 



-^ 



<- 
^ 

-. 





Vistas interior es de la fabric a "Grafa". 



Tabla II 

a - 3,56 



X = l n = 6 ^ g- 0,100 i/m* 


a = 


0° 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


Factor 


Unidad 


R = 


6,25 


4,00 


1,77 


0,91 


0,57 


0,44 


0,40 
1,135 


b 


Abs. 


Arco = 


0,000 










1 


a 


Abs. 


N« = 


—0,625 


—0,388 


0,152 


0,064 


-0,028 


-0,011 


-0,00 


b 


Vm« 


n = 
n=l 
n = 2 
n = 3 
n = 4 
n=5 
n=6 













—0,275 
0,550 

—0,825 
1,100 

—1,375 

—1,650 




0,298 
-0,596 

0,894 
—1,192 
—1,490 
-1,788 




-0,246 
0,492 
—0,738 
-0,984 
-1,230 
-1,476 




0,202 
0,404 

-0,606 
0,808 
1,010 

—1,212 




0,175 
—0,350 
—0,525 
—0,700 

0,875 
—1,050 

+2,220 
+ 2,160 
+ 1,970 
+ 1,670 
+ 1,230 
+0,680 
+0 




—0,166 

0,332 

0,498 

0,664 

-0,830 

—0,996 


Xb 


7m> 


Nx = 

n = 
n = l 
n=2 
n = 3 
n = 4 
n = 5 
n = 6 


3,550 
3,450 
—3,170 
—2,660 
—1,970 
1,080 
-0 


1,690 
1,650 
1,500 
—1,265 
—0,940 
-0,515 
-0 


+ 1,165 
+ 1,130 
+ 1,030 
+ 0,875 
+0,650 
+0,352 

4-0 


+3,220 
+3,120 
+2,860 
+2,410 
+1,790 
+0,985 
+0 


+ 3,570 
+3,450 
+ 3,170 
+2,660 
+1,970 
+ 1,080 
+ 











X*b 


/m« 
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CALCULO DE UNA BOVEDA AUTOPORTANTE 




DE SECCION ELIPTICA 



c c 



I I J I I 



I 



DATOS 



*3 



f g = 0,150 l/m* 

a = 5,50 m 

b = 2,75 m 

J = 11,90 m 



21.23.80 



X 



11,90 
11 



X 2 = 1,17 



1,082 



a 



Na 



N 



xa 






n = 

n=l 

n = 2 
n = 3 
n = 4 
n = 5 
n = 6 



Nx = 

n = 
n=l 

n = 2 
n=3 
n = 4 
n = 5 
n = 6 



0° 



1,65 













10,60 

10,30 

9,42 

7,94 

5.86 



3,25 







15° 



1,21 





0,69 

1,38 

2,08 

2,76 

3,45 

4.15 




•7,45 
7,26 
,64 
5,58 
4,14 



2,29 



-0 



30 



O 



0.62 






0,86 

1,73 

2.60 
3,54 



33 



5,20 



+ -0,05 
+ 0,05 
+ 0,04 
+ 0,04 
+ 0,03 
+ 0,01 







45 



-0,29 






0,79 
1,59 
2,38 
3,18 
3,98 
,76 



+ 5,30 
+ 5,15 

+ 4,72 
+ 4,00 
+ 2,96 
+ 1,63 
+ 



60 



o 



-0,14 






0,68 

1,37 

2,06 
2,74 
3,43 
,13 



+ 6,83 
+ 6,70 
+ 6,12 
+ 5,15 
+ 3,80 
+ 2,10 
+ 



75 







0,06 





■0,62 

■1.28 
1,85 

2,47 

3,09 

3,70 



+ 5,77 
+ 4,32 
+ 3,94 
+ 3,32 
+ 2.45 
+ 1,36 
+ 



Longitud total de la semielipse 11,00 X 1,178 = 12,95 m 
Nota . — Los esfuerzos se indican en tonelada por metro lineal. 



90° 



-0,00 





0,59 
1,18 
1,78 
2,36 
2,96 
3,56 
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DIRECCION DE LOS ESFUERZOS PRINCIPALES 



tg 2a 



2/V 



ia 



Nr — N 



a 



a = 


0° 


15° 


30° 


45° 


60° 


75° 


90° 


n = 



0° 


0° 



0° 


0° 



0° 



0° 




0" 


• 


0° 




o- 



0° 



0° 


n=l 


+ 0,205 
+•5° 50' 


2,58 

34°25' 


-0,292 
—8° 10' 


-0,20 
-5° 40' 


0,28 
— 8°0' 


co 

-45° 


n = 2 


+0,51 
+ 13°30 


-5,25 
—39° 50' 


-0,63 
-16°5' 


-0,44 
11°55' 


-0,64 
-16°20' 


CO 

-45°. 


n=3 


+ 0,96 

+ 21°55' 


-7,89 
-41°25' 


1,10 

-23° 55' 


-0,78 
-19° 0' 


-1,10 
-23° 55' 


CO 

^5° 


n = 4 


+ 1,90 
+ 31°10' 


-10,80 

^12° 20' 


-1,95 
~31°25' 


-1,40 
-27° 15' 


-1,96 
31°30' 


CO 

-45° 


n = 5 



0° 


+6,40 
+40°35' 


-13,70 
-42°55' 


^,56 
—38° 50' 


3,05 
-35° 55' 


^,44 
— 38°40' 


CO 

-45° 


n = 6 


0° 



+6,85 
+40° 50' 


-16,80 
^3°20' 


-32,80 
^4°5' 


59. 
-44° 30' 


123, 
-44°50' 


CO 

-A5° 



Notas. — Las cifras superiores indican tg 2a. Las cifras inferiores indican el angulo 
con respecto a la linea que representa el eje longitudinal para a = 0°. 
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C0NTINU1DAD EN LAS BOVEDAS 



Establecidas las condiciones de membrana y por consiguiente 
despreciando los momentos flectores y esfuerzos de corte, puede 
obtenerse la ecuacion diferencial que resuelve el problema de 
como se reparten las tensiones para el caso de una boveda empo- 
trada en un extremo y lib re en el otro. 



5 



dfcc 



Rda\ R8a 



fa 



6 D 



l 2 D a 



6 D 



ar 



SI 2 D 



Pv + 



Ma 

R8oc 



[13] 



En esta ecuacion los valores D r y B ax son las rigideces de la 



boveda en los dos sentidos: D 
tura. 



Eh 



1 



y H el radio de curva- 





Fic. 12. — Bovedas continuas. 



Esta ecuacion ha podido ser integrada unicamente para casos 
particulares, cuando la seccion transversal es un arco de cicloide 
o un arco de circulo. 



(*) La continuidad de las bovedas autoportantes ha sido estudiada por el doctor 

F. Dischinger en un interesante trabajo titulado: La continuidad de los tubos rigidos 
y de los techos Zeiss-Dywidag, presentado al Congreso de Zurich de 1936 y publicado 
por la Asociacion Internacional de Puentes y Estructuras en el volumen IV de sue 

memorias, 1936. 
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Para el caso de la cicloide se obtiene para las fuerzas de 



• * 



corte N ax la siguiente expresion: 



N 



ax 



Pv + 



8Na 

Rda 



l_ 

2 



x 



[14] 



que establece, como puede verse, la "sorprendente conclusion" 
de que una boveda empotrada en un extreme y apoyada libre- 
mente en el otro, cuya seccion transversal es una cicloide, traba- 
ja como si estuviese simplemente apoyada. 

En efecto, N a , para la mitad de la luz x = lj% es nulo y co- 
mo la ecuacion ha sido planteada para el caso limite de empo- 
tramiento perfecto en un extremo y libre en el otro, no es posible 
sacar otra conclusion. 





Fig. 13. — Continuidad de las bovedas cilindricas. 

Para las bovedas cilindricas la condicion resultante al integrar 
la ecuacion [13] para el esfuerzo cortante iV a ., = es la si 
guiente : 

_ 24a 2 + 5/ 2 ^ 
Xo "" 6a 2 + I 2 8 



£ 



siendo I la luz libre y a el radio de la seccion transversal 
Esta ecuacion nos establece la siguiente condicion: 



para 



J>a 



l < a 



Xq 



Xq 



1 

*2 
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es decir, para bovedas cuya luz sea menor que el ancho, el em- 
potramiento tiende a desaparecer y la boveda a trabajar como si 
fuese simplemente apoyada; para luces mayores que el ancho la 
boveda tiende a trabajar como si fuese una viga rectangular. 

Para el caso de una boveda de seccion circular y de dos o tres 
tramos, por medio de la ecuacion de los tres momentos han sido 

planteados los valores de la figura para diversas relaciones de -s- 

De todo lo dicho se deduce que para bovedas de luces peque- 
nas con respecto al ancho, puede despreciarse completamente la 
continuidad, ya que entonces las bovedas trabajan como simple- 
mente apoyadas. 

Los calculos laboriosos que exige la determinacion de la con- 
tinuidad y la poca influencia que esta parece tener para las bo- 
vedas de longitud corriente, hacen poco interesante a nuestro 
juicio el considerar este aspecto en las bovedas autoportantes. 
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CUPULAS 



eterminacion 



migon, puede emplearse la teoria de las membranas. 

Las cupulas suelen ser del tipo cerrado o abierto, limitadas 
como puede verse en la figura por uno o dos cortes transversales 



etermina 



Cupulas esf ericas 

Si las cupulas son esfericas los dos radios de curvatura R a y 
Rp son iguales y las ecuaciones generales pueden escribirse, 
siendo R a = Rp = a y r a — a sen a. 



d —£ + N Q e cos a + — f 7V ftj8 sen a \ + p^a sen a = 



W 



5a 



8 

ba 



N a sen a 



Np cosa+ -~ -{-pydsen a = 

N a + Np + ap s = 





Fig. 14. — Cupula esferica 



[15] 
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Estas formulas pueden simplificarse en la siguiente forma: 



1 6N 



ft 



senot <5j3 



+ 2N aB cos a + 



5N a 



ft 



W 



+ ap x - 



5N a 

da 



+ (N 



*r \ ■ t 1 bN Q g , 

N B ) coig a H — e + ap y 

sen a 6>3 







[16] 



N a +Nft +ap 2 = 

Para cargas uniformemente repartidas en toda la superficie, 
las derivadas con respecto a son nulas y las ecuaciones dife- 
renciales pueden escribirse como sigue: 



Na 



a 



ft 






sena 



p x sen 2 ada -f- Ci 



Nb = — N a — Pl a 



[17] 



N. 



a r 

—7- (j>v + Pz cotg a) sen 2 ada + C 2 
ten- a J 



Las constantes de integration podran determinarse en la si- 
guiente forma: 

Caso de cupula abierta: a = a\ N Q = 
Caso de cupula cerrada: a = N a = A" 



ft 




Fjc. 15. — Cupula abierta. 



Ademas, para el caso de carga p x — TV 



aft 



0. 
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Las formulas que resuelven los diversos casos seran las si- 
guientes : 



Cupula abieria — peso propio 



N 



ag 



cos ql\ — cos a 
sen 2 a 



, cos ai — cos a 

Nr= ag\ : cos a 



P 



sen 2 a 



[18] 




Fig. 16. — Cupula abierta. Peso propio. 



Cupula abierta — carga de nieve 



N a 



aps 

2 



1 



sen* ai 
sen 2 a 



N 







ap f 

T 



l 



sen a.\ 
sen 2 a 



2cos 2 a) [19] 



Cupula abierta— tensiones producidas por la car ga G = 2iraP sen a x 
del peso de una linterna. 



N a 



N 



fi 



P 



senai 
sen 2 a 
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Cupula cerrada — peso propio 



N„ 



Px = Py — 9 sen a p z = cosa 



ag 



1 + cos a 



;N 



ft 



ag 



1 + cos a 



I — cosa — cos*a ) ; N afi = [20] 




Fig. 17, — Cupula abicrta. Carga de una linterna. 




Fig. 18. — Cupula cerrada. Peso propio. 



formula 



en la direccion meridiana para cualquier angulo a comprendido 
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entre y 90°, produce compresion. Por el contralto, la fuerza 
N$ cambia de signo al pasar de a 90°. El valor de la fuerza 
se anula para a* - 51° 50', valor que se puede calcular facil- 
mente haciendo en la formula [20] (1 — cos a — cos 2 a) = 

Si la boveda no tiene tangente vertical es necesario colocar un 
anillo de traccion para absorber la componente horizontal de la 
fuerza N«. 



H 



i 




Fie. 19 . 



Calculo de un anillo dp 
traccion. 



H = N a cos a 

La fuerza total que debe soportar el anillo sera 



5 



Ha sen oa 



siendo H 



ag 



cos a* 



1 + cos a<i 



S 



a 2 g serfaz 



2 1 + cos ai 



[21] 
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Cupulas elipticas 

Por medio de integrales elipticas, se han determinado los for- 
mulas que van a continuacion y sobre cuyo desarrollo no entra- 
mos en detalles. 

Llamando a al eje mayor de la elipse y b al menor, para de- 

terminar las juntas de la superficie establezcamos la relacion 

Y 

h = t- (ver figura) . 

♦Y 




Fig. 20. — Cupula elfptica. 



Llamando g al peso por metro cuadrado de superficie, el peso 



total G de la cupula sera: 



G — a2ira i Cag 



En cada punto las tensiones debidas al peso g quedan deter 
minadas por las siguientes expresiones: 



N a 



ga 
b 



2 



h 



C 



(I - AM<? 



N: 



ga 
b 



X 



CO 



[22] 



1-9 



En el eje de rotacion, ciispide de la cupula, se tendra 



N Q = N ; 



ga' 
26 



[23] 
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Una carga uniformemente distribuida p producira las siguien- 



tes tensiones: 



"-£<> 



[24] 



" 2b Q 



Los valores C y Q tienen las siguientes expresiones: 



C = ^ + l^lo 9 (l + k)-h/l-V(l--h>) 




2k 



log ( hk + 



i- fe2 r_/^_L.i/i-fe 2 n-^ 




Q = yi— ■ ifeYl — h 2 ) 



b 2 
siendo k 2 — 1 — 



a 2 



Para poder operar con estos valores con comodidad han sido 
tabulados en el cuadro de la pagina siguiente. 
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TABLA DE COEFICIENTES PARA CUPULAS ELIPTICAS 














Valor es de C 








b 










b 

a 










0.2 


0.3 


0.4 


0.5 


0.6 


0.7 


0.8 


0.9 


1.0 


0.0 


.547 


.588 


.636 


.690 


.747 


.807 


.870 


.934 


1.000 


0.1 


.526 


.558 


.596 


.640 


.687 


.737 


.789 


.844 


.900 


0.2 


.501 


.525 


.554 


.588 


.626 


.666 


.709 


.754 


.800 


0.3 


.469 


.486 


.508 


.534 


.563 


.594 


.627 


.663 


.700 


0.4 


.430 


.441 


.456 


.475 


.496 


.520 


.545 


.572 


.600 


0.5 


.381 


.389 


.399 


.412 


.427 


.443 


.461 


.480 


.500 


0.6 


.323 


.328 


.335 


.343 


.352 


.362 


.374 


.387 j 


.400 


0.7 


.257 


.260 


.263 


.267 


.272 


.278 


.285 


.292 


.300 


0.8 


.181 


.182 


.183 


.185 


.188 


.190 


.193 


.196 


.200 


0.9 


.095 


.095 


.096 


.096 


.097 


.098 


.098 


.099 


.100 


1.0 


.000 


.000 


.000 


.000 


.000 


.000 


.000 


.000 


.000 









Valores de Q 
















6 

a 








b 


0.2 


0.3 ; 


0.4 


0.5 


0.6 


0.7 


0.8 


0.9 


1.0 


.200 


.300 


.400 


.500 


.600 


.700 


.800 


.900 


1.000 


0.0 


.227 


.315 


.410 


.507 


.605 


.704 


.802 


.901 


1.000 


0.1 


.280 


.356 


.440 


.529 


.621 


.714 


.809 


.904 


1.000 


0.2 


.356 


.415 


.485 


.563 


.646 


.732 


.820 


.909 


1.000 


0.3 


.440 


.485 


.543 


.608 


.680 


.756 


.835 


.917 


1.000 


0.4 


.529 


.563 


.608 


.661 


.721 


.786 


.854 


.926 


1.000 


0.5 


.621 


.646 


.680 


.721 


.768 


.821 


.877 


.937 


1.000 


0.6 


.714 


.732 


.756 


.786 


.821 


.860 


.904 


.950 


1.000 


0.7 


.809 


.820 


.835 


.854 


.877 


.903 


.933 


.965 


1.000 


0.8 


.904 


.910 


.917 


.926 


.937 


.950 


.965 


.982 


1.000 


0.9 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.000 


1.0 
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BOVEDAS POR ARISTAS 



La teoria de las membranas tiene una aplicacion interesante 
en el calculo de bovedas por aristas. 

Estas bovedas tienen un numero determinado de lados iguales 
2n y pueden estar formadas por consiguiente por las interseccio- 

nes de n bovedas. La curvatura de la section transversal ^- pue- 

de ser variable pero generalmente se adopta una curva definida 
por una funcion de 2 9 grado, circulo, elipse, etc. 

Cada sector de la boveda esta limitado por un borde a = a 2 y 



rman 



Las con- 



n 



diciones de borde son pues analogas a las de las bovedas auto- 
portantes estudiadas en el capitulo anterior y puede establecerse 
el estado de membrana. Por otra parte las fuerzas longitudinales 
se disponen en forma tal que en la interseccion de las bovedas 
son nulas en la direccion de la normal y la binomial. 

Las 2n funciones incognitas / (a) que representan las constantes 
de integracion pueden resolverse con las 2n condiciones de bor- 
de a lo largo de las lineas de interseccion. 

El estado de membrana para este caso estaria representado por 
las siguientes ecuaciones para el caso de cargas verticales 



Pv = Pi = p*(pt) Siendo r = R(j 



p x = u p y 



N a =-p 2 Rp , N a , = -(tt+Py)x+Ma)-- Py *x+Ma) 



Rp8 



__ 8p v * . 5/i (g) 

N * = ^T - x JTJZ +/* («) 
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La discontinuidad en las aristas obliga a plantear las ecuacio- 
nes de las tensiones por partes y separadamente. 

Por una parte se tiene que la transmision de las cargas se efec- 
tiia a las aristas por el efecto de viga y por otra parte la accion 







Tig. 21. — Boveda por arista. 



de boveda que transmite los esfuerzos de borde de las aristas 
hacia los apoyos. 

48 



»• 



> 




rh 









Fdbrica "Depe", de la firma Jose Liebl, en la calk Marcos Sastre 1029, 
Capital Federal. Boveda cilindrica de 12 X 25 vu con 8 m de altura. 

Empresa constructora Gallo, Berg y Cia. 




Club "Tiro aSegno'\ en Caseros, F. C. P. Dos techos de 12J0 X 21 m y 

con una altura de 7 7//, sobre 4 conchas de bochas. 

Empresa constructora Gallo, Berg y Cia. 



Estado 1. Solucion para carga simetrica 

Los esfuerzos tangenciales son nulos en todos los pianos de 
simetria, es decir tambien en las secciones x = 0, de modo que 

/iW = o 



i 



H 



Nx«c,*co5.c 



rd* cos Ji 



Njc^co5«t 



Fig. 22. — Fuerzas tangenciales 



x>£ 




Ademas hemos dicho que la componente B a del esfuerzo de 
corte principal, es nula para la x = l a , de ahi que para la arista 
podemos escribir: 

Ba = (N rl — 2N ax l cos alg<p +N a ,l cos 2 aig 2 <p) Rpda cos <p = 

La accion de viga de un sector de cascara esta representada 
por las siguientes componentes: 



N a 



P*B 



J8 



N 



ax 



Py*X 



Nx™ 



I 2 — x 2 5p 



2 Rpdx 



(2p y *l cos atgip -f* Na cos 2 atg 2 <?) 



Las que solo pueden estar equilibradas mediante un esfuerzo 
longitudinal ZJ 1 * de un elemento f raccionado en el borde a = a 2 



«2 



ZJ*> = + 



I 



X 



2 



Py* + 



■ f (2p y H cos atgv + N<x cos 2 atg 2 <f)R(jda 



O 
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Estado II 



El estado elastico producido por la accion de cupula se corn- 
pone del esfuerzo longitudinal Nxf II} originados por la transmi- 
sion de las cargas hacia las intersecciones. 

Estos valores son faciles de calcular como incrementos de las 
resultantes Z a (I) de todos los esfuerzos longitudinales situados 
por encima de una seccion horizontal. 

Esto permite considerar como fuerzas exteriores en equilibrio 
mutuo, ademas de la resultante Qa de la carga, a los esfuerzos 
tangenciales N at Z a (1I > y la fuerza longitudinal S a . 

La suma de todas las componentes debe estar en equilibrio 



Q a -f- 4nlN a sen a + 2nS a seny = 



1 

en la que sen y = 



] 1 -\-cotg 2 a/cos 2 <p 



y por consiguiente S Q = — ( 2p z Rpra sen atg<p 1 1 / 1 4- coig 2 a/cos 2 <t 



2n 




Para mantener el equilibrio de las componentes horizontales 
de los esfuerzos de corte S a , N a con la fuerza tangencial Z a (I > 
en los vertices de una seccion horizontal libre a, es necesario 
disponer del esfuerzo longitudinal ZJ U > de un anillo de trac- 
cion en la base. 

a 

S cos y C 

Z Q (II) -\-ir- h r Q N Q cos a 4* / (2p y *l cos alg<p + N a cos 2 atg 2 <p) Rpda 



o 



tipaa 

Por superposicion de los estados I y II se obtiene el estado 
final. 

Tvr nr/ri i nr/rn I 2 — X 2 5p v * 5 fS a COSy , Ar 

Nt-NJV + Nj 11 *^ — tA- + r , hr +r a N a cosa 

2 rt a da Rflda \ 2 sen a 
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en i a qu e ^££il +r a N a cosa = - f C ° t9 " +p,R ll r a cos a lg** 

2 sen (p £n sen z<p 



siendo <p = -r— 

2n 



Para el peso propio p x ~ p y = gsena p z =* g cos a 



a 



Q a = hnlg ^ / gRpda = 4ntg — <? a 



Para sobrecarga de nieve 



.«o2 



p x as o p y = p sen a COS a p s = p COS'a 

Si el meridiano es un arco de circulo 

Q Q i = ga [a (1 — cos a) — ca] 

Po 

Qc2 = -£(asena — cf 
Si el meridiano es una cicloide 

Qai = %gf 2 I a sen a +COSa — -COS z a — - 

Qa2 = "g /* ( a + 2 Setl 2a 
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CALCULO DE LAS BOVEDAS, AUTOPORTANTES 
COMPUTANDO LOS MOMENTOS FLECTORES 



La teoria de las membranas no es exacta para el caso de las 
bovedas autoportantes, pues es unicamente valida para un cilin- 
dro cerrado en las condiciones de carga establecidas y para una 
zona suficientemente alejada de los apoyos. 

Todas las perturbaciones de borde, cambios de seccion o car- 
gas disimetricas, producen una alteracion del estado de membra - 
na que debe estudiarse introduciendo ademas los momentos flee- 
tores que actiian sobre un elemento, obteniendose un estado de 
tension, suma de los estados I y II (figs. 3 y 4). 

Del equilibrio de todas estas fuerzas y momentos, se deduce 
que existe una funcion de tension representada por una ecuacion 
diferencial de octavo orden que resuelve el problema (*). 

La ecuacion es la siguiente: 



t^^mt + m* [2 — 4a 2 ] + m 4 [1 + a 2 ( — 8 + 2v) + 6a 4 ] + m 2 

[«Y— 4 + 2v) + 6a 4 — 4a 6 ] + m° [a 4 (4 — 3*> 2 ) — 2a 5 + a 3 ] + a 4 1 ~ y? = 

K. 



Esta ecuacion diferencial ha sido integrada pero su solucion 
representa un trabajo muy laborioso. 

Para las bovedas autoportantes de aneho menor o igual que la 
luz, los momentos M s tienen igual importancia que los momentos 
M a . Pero para losas de grandes luces los momentos M a , que son 
los que tienden a abrir la boveda en el punto medio, tienen 
valores tales con respecto a los M T , que estos ultimos pueden 
despreciarse. 



(4) Esta ecuacion ha sido planteada por el doctor F. Dischincer en el trabajo 
La teoria exacta de las bovedas cilindricas y su empleo en las bovedas "Zeiss 
Dywiday", publicado por Beton und Eisen, 20 de septiembre de 1935. 
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Segiin ya hemos indicado para el caso de luces hasta dos veces 
el ancho de la boveda, puede admitirse sin mayor error la nuli- 
dad de los momentos y suponerse el estado puro de membrana. 
Pero a medida que aumenta la luz, los momentos M a adquieren 
valores que conviene introducir en el calculo. 

Las tensiones producidas por este momento aplicado al borde 



rma 



que la influencia de un momento es nula en el borde opuesto. 

Una solucion aproximada de este problema es la estudiada por 
el Dr. Ing. Finsterwalder, para bovedas cilindricas, y^ que re- 
sumiremos a continuation remitiendo al .lector para mayores 
detalles a la memoria original presentada al Congreso de Zurich 

en 1932 ( 6 ). 

Expresando la carga unitaria p = 1 en forma de una serie de 
Founder, se pueden escribir las siguientes expresiones que repre- 
sentan respectivamente los momentos y las deformaciones: 

4 ttx 4 Sttx , 4 Sttx _ 

n = -C05-p x- COS—z h z—COS—j- — ... = 1 

T L OT L 07T L 



%jr 4 /L\ 2 xx 4 /L\ 2 3ttx 
, 4 /L\ 2 5ttx U 



[25] 



, 4/Ly tx 4 fly 3:rx 4 /L\« 5irx _ J_ , 4 



7T V T _ \ 



Con estas consideraciones y suponiendo M x = = Q x — =» 
M ax = 0, las 5 componentes restantes, M a , Qx, N x , N at N ax 
pueden determinate con las cuatro ecuaciones de equilibrio y 
una condicion de compatibilidad. 

La distribucion de la carga se supone que es simetrica con 
respecto al centro y que puede considerarse como el termino 
general de una serie trigonometrica. 

(5) La teoria de las bovedas cilindricas y su empleo en el gran mercado de Bu- 
dapest. Dr. U. Finsterwalder. Memorias del Congreso de Zurich, 1932 
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Suponiendo que las componentes de tension estan conveniente- 
mente expresadas por una funcion f(a) similar a la expresada por 
Aiiy para determinar el estado de la placa plana, la componente 
del momento tendra la siguiente expresion: 

M a = — cos j- f (a) 

y aplicando las condiciones de equilibrio podremos calcular los 
valores Q a , AT„ N a , N ax que tendran las siguientes expresiones: 



- bM a 1 bf ex 

QQ =R^=-R6a C0S L 



A - bQa ,1 b 2 f ex 

.\ a = f- = + 77 ^7 cos -=- 

5a Rba 2 L 



Sx H tt ba B 2 \ba ~^~ ba*) C0S L [26] 



^ L / 8f . b*f \ ex 

li \ ba oa* J L 



bN x 1 b\ L /b*f , b*f \ ex 

= — — = f — _ -i- — — 1 vert 

bx li ba CRnba* ^ ba* L 



H'e* \ ba 1 ba* ^ L 



Calculando en base a ello las deformaciones podremos igual- 

mente escrihir: 



ltl ■ — [73 ( + ] y Q ) + — i ) 8en T 

ai<i \ ba 2 ca* / L 



1 To/, . J b S , **/ \ 1 / S 8 / . 5*/ \ b*x-i cx 

+ 7-t — 7 7-: Uo* 



■,-ir.a+Ti^ + S 



aL ' \ba ba* J a\da* ba 1 ha* J A 



S4 



Et 



CO 



EtRe 



5a 3 + a^Sc* "*" 5a 3 "*" 8a") ■ a 2 l^Sa 3 ^ 5a 5 X 5a 7 j 

+ 2l (r + in)\ cos r 

a \ oa da* / L 



C 2 /? 2 

Siendo a = —rj- 

Las constantes de integracion son nulas siempre que se tengan 

las siguientes condiciones: 

1) Carga distribuida simetricamente con respecto al piano tran- 

versal % — 0. 

2) La boveda puede deformarse libremente al final de los bordes. 

Introduciendo los valores de M a y de las deformaciones en la 
expresion que representa la variacion de curvatura, tendremos la 
ecuacion diferencial que resuelve la funcion de tension ( 6 ). 

+ {-(2 + y) a + a J ]§ + iaW(l — y*)f = [28] 

en la cual b tiene este valor o - V 3 j 

La solucion general de la ecuacion tiene la siguiente forma: 

/ ( a ) = e (Jl)a ( A sen Kvot + B cos K x a \ + 

+ e (Jl> a) ( C sen K,'a + D cos K x ' a\ [29] 

(6) Esta ecuacion diferencial de octavo orden mas sencilla que k planteada por 
Dichinger ha sido simplificada todavia por Herman Shorter ( Accxon de : las cargas 
en las bovedas delgadas cilindricas" Proceedings de la A. S. C. E., mayo 1935), para 
el caso de bovedas en las que a < 1, en la siguiente forma: 



^ + 4a 2 6 2 (l-7 2 J/=0 
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Esta ecuacion nos indica que la funcion de tension consiste en 
la suma de 2 ondas amortiguadas, en las cuales Ji y Ji' represen- 
tan los factores de amortiguacion y Ki y K\ la longitud de onda. 
Estos 4 valores son constantes y estan determinados por las di- 
mensiones de la boveda. 

Los valores A, B, C y D son tambien constantes y estan deter- 
minados por las condiciones del borde longitudinal para los cua- 
les 4 componentes de tension o de deformacion tienen valores 
especialmente determinados dados por las condiciones de carga 
del borde o por las deformaciones del borde. 

Los valores constantes / y K pueden obtenerse derivando la 
ecuacion [29] e introduciendo esos valores en la ecuacion [28]. 
El primer termino de la funcion de tension nos da la siguiente 
relacion: 

e (Jl)oi sen K& U 6 + 2 (I — a). J, + [1 — (4 + y)a + a?]J A + a 

( — 2 — 7 + a) J 2 + 4a 2 6 2 (l — J 2 )] + e (Jl)< * cos K,a [K 8 + 2(1 — a) 

K G + [l — (4 + y)a + a*)Ki + a( — 2 — y + a )K 2 ] = [30] 

Las expresiones / 2 , / 4 , etc., y K 2 , K± estan definidas por las 
siguientes funciones generales progresivas: 

J n — J \J n — 1 KiKn — / 

K n = JiKn-1 + K V Jn-i [31] 

La ecuacion [30] puede ser resuelta cuando las funciones F y 
G definidas a continuacion, sean igual a cero: 

F = J 8 + 2a— a)J B + [1 — ^4 + y)a + a 2 ] J, + a ( — 2 — 7 4- a)J 2 + 

+ 4a i & 2 a — y 2 ) = [32] 

G = X 8 + 2a— a)K* + [l— (i + yfa + ^Kt + ai— 2— T + a)X 2 = 



termino 



tituidas en la ecuacion [28], dan un par de ecuaciones identi 
cas para F y G. 
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Auditorium Olympia, en Berlin. Sistenia Zeiss-Dyn'idag. 




Tribuna de uu estadio en Colonia, Alemania. Sisteina Zeiss-Dywidag 



* 







* 









^ 



3 






* 



t- ■>• 












5L> 






^ 



*3 











upiiLi del planetario de Jena, Alemania. Armadura. sistenm Zeiss 



Las funciones progresivas de J n y K n nos dan los siguientes 
valores. 

J a = Ji — Ki 

j & m j 2 * _ 6JJKJ + ^4 [33] 

K< m 2JJC% 

tf 8 = XJ 2 *K 2 — UJC* 



Suhstituyendo las ecuaciones [33] en [32] y las ecuaciones 
[29] en [28], se obtienen las siguientes ecuaciones para deter- 
minar los valores incognitos ./> y K 2 

J % a _ fiJfKf + Kf + 2 (1 — tt ; ./,'/xV + [ 1 — f I + 1 ) a + « : l 

(J,* _ av; + [_f2+7J«+ 0> | ./, -h Urtr (\— - [34] 



,• 






No existe una solucion explicita para resolvn e-te par de 
ecuaciones, pero es posible buscar una solucion aproximada y 
luego encontrar el error que se comete por medio del im'todo de 
Newton. 

La solucion aproximada propuesta es la signiente: 

J* = j + Z J'*-\ + Z' 



*— »-+[/-? +1/= + ^ 



Siendo Z = -Z'=+ |/ - + U — + a»6> 




* - /,. 



[35] 



Como los valores de las correcciones son pequefios, pueden ob- 
tenerse por diferenciacion parcial y simplificando las siguientes 
expresiones: 
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*JJ4J£— 12 JoIQ - 6a J 2 2 + 6aK 2 > + 2a 2 J 2 J + AK 2 f— 12 J 2 3 # 2 + 4ft* + 



+ ttaJJCi — 2a 2 K 2 ) 



Ai 



[361 



A j 2 ( 12 J 2 2 _ l2aJ 2 + 2a 2 — 4J^ 2 J + M<2 (— SJ 2 K 2 -f 4aAT 2 J 



A 



La ecuacion [29] puede tambien escribirse en esta forma: 



k(ye (Jl)a sen K& + Re (Jl)a cos K,a) + B (ye Jl< * sen K** 



fc 



Jict 



cos K,a) + C (y'e (Jl ' )a sen K x 'a + ffe (Jl ' )a cos ft'a) + D 



/ 



'e^'^senKSa 



Pe 



(J'i*) 



COS K\a 



[37] 



Los factores 7, 7/ /3 y 0' pueden calcularse como factores de la 
onda fundamental y tendran los siguientes valores: 



M 



Qa 



A r « 



TV, 



£/u 



Elv 



ElRo 



Factores de la onda 
e x sin h^ ye x cos Aja 



I* 



I 



+ ■„•'« 






r^i + ■/»; 



aR 



(J% + *A.> 



a a 2 

— j 2 +-r^ 2 + ^j 

a 



a* 



r</ 4 + */eJ 



J 



2 



a 



a* 



r Ji + 2 j, + jj 



r j 2 + 2 j 6 + j 7 j 



P 







R 

1 



A'i 



+ ^A' 2 



f 



R 



aR 



(K x + * ,; 



(K 2 + /< j 



a 



a* 



(Kt + *€> 



2 



A3 + -^1+2^3+^5; 
a 



a* 



- (A 3 + 2K b + A 7 j 



■ 



.58 





Factores d 


e la onda 




e k smKiay 


e x cos K\ct 


Y 


& 


M a 


— l 





Qa 


1 j' 

R Jl 


R Kl 


Na 


+ J* 


+ §*,< 


&Nnr 


~(Ji' + J'i) 


i 


ATx 


--bW+^') 

an 


!b <* + K <> 


Etu 


\(Ji'+Ji')--(Jz'+J\) 


a a 2 


Eiv 
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Para obtener aproximaciones semejantes deben considerarse 

linicamente las componentes de tension y de deformacion que 

ex 
contengan el factor cos j- en las ecuaciones elasticas simultaneas. 



Por esta razon se introduce la componente 



8N a 

bx 



en lugar de A r oa 



lo mismo que N T en lugar de la deformacion u. 

Las ecuaciones de las componentes de tension y de las defor- 
maciones, pueden escribirse en la forma general 



Aa + Bb + Co! + DV 



[38] 



siendo a = ye lCL sen Kia + &e ' 1<x) cos K x a...etc. (ecuacion [37] ) 



en las cuales las cuatro constantes A, B, C, D deben satisfacer 
las condiciones generales de borde, por ejemplo para w = 



o, 
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cuatro valores conocidos de las componentes de tension M ai Q a , 



rmaciones 



5x 
La consideracion de las condiciones de borde se simplifica en 

forma apreciable, usando los terminos de influencia para las 

deformaciones del borde correspondiente a las cargas unitarias 



terminos 



metrica. 



rm 



la luz x = en el cual el valor de la carga unitaria es - medido 

Is 

por unidad de longitud. 

Las cuatro condiciones de borde fundamentals que deben 

pues considerarse son las siguientes: 

4 4 8Nax _ 4 4 

Mq 7 Qa ~ 7 "&r ~ c ^ c 

que permiten plantear los siguientes grupos de ecuaciones 

M n = Aa + Bb + Ca'+DV= 1 = = = 



Q a = Aa + Bb + Ca' + DV = = - = = 



[39] 



5^5 = Aa-f-B6-hCa'-hi)6 = = = T = 



oa 



N a =Aa + Bb + Ca'+DV= = = 



4 

c 



Segun demuestra Finsterwalder, se obtiene suficiente aproxi- 



teimino 



cir C- -4-7T. 

Es preferible dividir los estados de carga en simetricos y anti- 
simetricos, en los cuales la carga esta directamente aplicada en 
los bordes teniendo igual sentido o sentido contrario. 

La solucion de estas cuatro ecuaciones nos da los valores des- 
conocidos de A, B, C, D, para cada una de las incognitas. 

A medida que aumente el argumento de la funcion, A, B } C y 
D, tenderan a tener valores constantes. 
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Esta condicion se obtendra cuando las cargas aplicadas al bor- 
de a Q = no influyan sobre las tensiones o deformaciones pro- 
ducidas por la carga aplicadas en a Q = a n 

Este calculo laborioso — como puede observarse — y con las 
limitaciones indicadas, tiene aplicacion practica para determlnar 
la influencia de la continuidad de dos bovedas o de una boveda 
con una viga de borde, etc. 

El efecto de la continuidad de dos bovedas colocadas una al 
lado de otra, que segun el mismo autor de la teoria puede consi- 
derarse despreciable, y puede calcularse estableciendose la pe- 
quena diferencia entre las fuerzas de borde que tienden a separar 

las dos bovedas. 

Debe entonces determinarse un estado de tension que anule la 
separacion entre las bovedas consecutivas que estan una apoyada 

en la otra. 

Como el estado de tension de las bovedas esta determinado 
por cuatro condiciones de borde, es necesario establecer una 
cuarta condicion que estara dada por la expresion 9 = 

Promediandose los dos valores pueden escribirse las ecua- 
ciones que expresan las ecuaciones hiperestaticas en la siguiente 
forma : 



XaAaa + XbAba -^XdAda +Xe&ea -\-XfAfa -\-Xh&ha -\-AmA =0 

Xa&AB + Xb&BB+XdAdB+Xe&EB+XfAfB +XhAhB~\- AmB = 

Xa Aad 4- Xb A bd 4- Xd A dd + Xe A ed + Xf A fd + XhA hd + ^d = 

XA&AE + XB&BE + XDADE+XEAEE + XFAFE + XHAHE + AmE = Q 

XaAaf+XbAbf +XdAdf-\-XeAef + XfAff +XhAhf~\- A mF = 
XaA A h~\-XbAbh + X d A D h + Xe Aeh + XfA fh + Xh A hh 4- A m h = 

[40] 

Los valores definitivos de las tensiones y de las deformaciones 
estan dados por las determinaciones estaticas de las cargas sime- 

tricas y antisimetricas. 

Estas pueden expresarse en conjunto por la siguiente expresion: 

aYa 4- bY B + a'Ya'+ VY B [41] 

Los valores a, b, a' y b' pertenecen a los casos de cargas si- 
metricas o antisimetricas o a un determinado estado de tension o 
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formacion, lo mismo que a un punto determinado de la boved 
Los valores de Y son para el caso de cargas simetricas: 

Ya = Aa Xa+ Ab Xb + Ad Xd 

Yb = Ba Xa + Bb Xb + Bd Xd 

Ya> - B'aXa + B'bIb + B'dXd t 42 l 

Y B , = £'4X1 + B'bXb + B'dXz, 



Para el caso de cargas antisimetricas: 



Ya = Ae Xe + Af Xf +Ah Xh 

Yb = Be Xe + Bf Xf +Bh Xh 

Y'a = A'bXb+A'fXf +A'hXh L 43 l 

Yb = B'eXe + BVX F fB'i/Xff 
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